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П Р И Б Л И Ж Е Н И Е  Ф У Н КЦ И Й  К Л А С С А  W r H ш 
С У М М А М И  Ф У РЬЕ ПО Т РИ ГО Н О М Е Т РИ Ч Е С К И М  
О РТО ГО Н А Л ЬН Ы М  ПОЛИНОМ АМ *
1 . Бведение
В дальнейшем используются обозначения С, М, Z ,Z + и N для множеств 
всех комплексных, действительных, целых, неотрицательных целых и нату­
ральных чисел соответственно. При 1 < г < оо через 77 [а, 5] обозначает­
ся пространство измеримых по Лебегу на отрезке [а, Ь] комплекснозначных 
функций F  с конечной нормой где
1И1 L-[a,b] ■= (  [  Т ( £ ) Г  Д  (1 <  Г <  оо), II-^IIl00[a,6] : =  ess sup \F(t)\.
\ J  a J a<t<b
Д ля 27г-периодической функции F  полагаем ||E ||r :=  (27г)_1/г ||Е |Дг[0,2тф 
L r :=  Lr [0, 27г]. Пространство непрерывных 27г-периодических функций с 
нормой ||Е ||с  :=  ЦЕЦь00 обозначается через СД-. Д ля F  Е СД- через E n (F) 
обозначаем наилучшее равномерное приближение функции F  тригонометри­
ческими полиномами порядка не выше п.
Величина сДЕ; 5)оо,[а,ь] :=  sup{|E(£2) -  Е (Д )|; £ь £2 G [a, b], |t2 -  E | < (5} 
((5 > 0) называется модулем непрерывности на отрезке [a, Ь] функции F(t).  
Модуль непрерывности 27г-периодической функции F  в пространстве L r по 
определению есть сДЕ; 5)r :=  sup|A|<(^  ||Е(А +  •) — Е (-) ||г .
Неубывающая непрерывная полуаддитивная на [0, оо) функция со, для 
которой сДО) =  0, называется модулем непрерывности. Если вдобавок си удо­
влетворяет условию +  £2) /2) > (cu(ti) +  сД£2))/2 при всех Е ,£2 > 0, то
она называется вогнутым модулем непрерывности.
Через Н ш обозначаем класс функций F  Е СД-, у которых модуль непре­
рывности в (72уг не превосходит заданного модуля непрерывности со. Полагаем 
также Нш[а,Ь] := {F  : F  Е L°°[a,b], w (F ; 6 )00^ад  < ш(5) для всех <5 > 0}.
При г Е Z+ рассматриваем классы W rF[UJ := {F  : F  Е С2п , F ^  Е Н ш} и 
W rH w[a,b] := {F  : F ^  Е Н ш[а,Ь]}.
* Исследования выполнены при финансовой поддержке гранта президента РФ по госу­
дарственной поддержке ведущих научных школ РФ (проект НШ-1347.2003.1).
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Неотрицательная и не эквивалентная нулю функция ср Е L 1 называет­
ся весом. Пусть {Фп(т)}^Л0 -  ортонормированная на отрезке [0, 2п\ с весом 
ip система тригонометрических полиномов, полученная из последовательно­
сти 1, cos т, s in r , cos 2т, sin 2 т ,. . .  методом ортогонализации Грама-Ш мидта. 
Полиномы этой системы удовлетворяют условиям: Фо -  положительная кон­
станта; Ф2п—1 и Ф2п (п Е N) -  полиномы порядка п  с положительным старшим 
коэффициентом (старшим коэффициентом для Ф2П-1 является коэффициент 
при cos пт, для Ф2П -  коэффициент при sin пт; коэффициент при sin пт поли­
нома Ф2П-1 равен нулю);
1 Г2п
Фт (т )Ф п ( т ) Д т Ч т  =  <5ТО)П ( m , n e  Z + ) .
Если Fip £ L 1, то имеют смысл суммы Фурье
sv,n(F;e) : =  J  F(T)DVtn(e,T)ip(T)dT, (1)
где
П
Я „ )П(0, т ) : = Х ; Ф * (0)Ф*(т). (2)
к=О
Рассмотрим функцию Лебега сумм s (ppn (F;9)
L<p,n(0) := sup \ s ^ 2n {F \0 )\ =  sup \ s ^ 2n{F\0)\.  (3)
FeL°°,||F||oo<l F G C 2w ,||F||oo<l
Ввиду того что s (p^n ( 1;0) =  1, из (3) следует неравенство
L (p ,n (@ ) >  1 ^ 0 Е М). (4)
В силу (1) —(3) справедливо равенство
L v A e ) = ^ J  \DVt2n(0,T)\<p(T)d,T. (5)
При (р(т) =  1 сумма s (ppn (F ; 6 ) совпадает с обычной суммой Фурье sn (F;9).
Аппроксимативные свойства сумм Фурье Sipi2n (F) на классе Л4 С С2ж в 
точке в принято характеризовать величиной
£<Р,п{М) :=  sup{|F{9) -  s ^ 2n (F;9)\ : F  E M } .  (6)
Уклонение функции F  E C2n от ее суммы Фурье s (ppn (F;9)  оценивается по 
неравенству Лебега
\ F ( 9 ) - s ^ 2n ( F ; 9 ) \ < ( l  + L ^ n (9))En (F) (9 Е R, n  Е Z+). (7)
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Известно (см. [1, с. 230]), что если периодическая функция Е  имеет непрерыв­
ную производную порядка г >  0 с модулем непрерывности ш ( Р ^ ;  (5), то при 
любом натуральном п  существует тригонометрический полином Т* порядка 
не выше п  такой, что
Е п (Р) < < Я г г Г г Д .Д г) ;г Г 1)00, (8)
где В г > 0 зависит лишь от г. Если Е  Е ТЕГН и , то в силу (7) и (8) в каждой 
точке #, в которой
Н т  П(в)п~гси(п~1) =  0, (9)
п — оо
сумма сходится к Е ($ ) равномерно на любом множестве £  С К
точек #, на котором соотношение (9) выполняется равномерно. Скорость этой 
сходимости по порядку не превосходит п ~ гои(п~1 )Ь (р^ п (в).
В случае когда (р =  1, Л4 =  1ЕГ7/^, величина (6) совпадает с
8 п {ШгН ш) :=  8ир{Щ 0) -  8 Щ ;0 ) | : Р  € ШгН ш}. (10)
Величина (10) достаточно подробно изучена. Оценки ее порядка для са(£) =
(0 < а  < 1), г Е получили еще А. Лебег [23] и С. Н. Бернштейн [6]. Первую 
асимптотически точную оценку величины (10) получил А. Н. Колмогоров [22] 
для случая са(£) =  £, г Е Исследования в этом направлении продол­
жили С. М. Никольский [11-14], В. Т. Пинкевич [15], А. В. Ефимов [8-10], 
С. А. Теляковский [19], А .И .С тепанец [18] и другие авторы.
В работе В. М. Бадкова [3] величина (6) изучалась для Л4 =  1У ГН Ш и веса
Д т )  : =  1г(т) Д  | sin Т ^ 17\lv (7  ^ > - 1; —7Г < 01 < . . .  < 0т  < 7г), (11)
1У=1
удовлетворяющего условиям h Е Сфг, h(r)  > 0, ou(h; т )00т -1 Е 1А[0,7г]. (За­
метим, что если функция h принадлежит L°° и отграничена от нуля, то вес 
(11) называется 27г-периодическим обобщенным весом Якоби.)
Основным результатом настоящей работы является следующая теорема, 
обобщающая соответствующий результат из [3].
Теорема 1 .1 . Пусть вес ср имеет вид
т / _  л \
Д т )  := h{j)  П ^ Л  sin 2 ) (_7Г < 01 < ' ' '  < -  7Г) ’
t/=l '  '
где
1и
w u( u ) : = H [ g ^ ) r M  ^ L % 1 } -  (13)
ц=1
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т, 1и € М, а(д, р) е Е, д^ р(и) (0 < и < оо) (д = 1 , . . . ,  1и\ и = 1 , . . . ,  т) -
вогнутые модули непрерывности;
[  т у {т)дт  =  0(0иоу(0)) (в — +0;  V =  1 , . . . ,  га); (14)
к(т) -  неотрицательная, отграниченная от нуля и бесконечности изме­
римая 2 тг-периодическая функция, для которой выполнено хотя бы одно из 
условий: 1) си(Ь;д)2 =  0(л/д)  ((5 —)► +0) и 2) си(Ь; т )00т -1 Е /^ [ 0 ,7г]. То­
гда найдутся положительные постоянные С \(р^г) и С2 (р ,г )  такие; 'что 
для всея; п Е N 0 Е М выполняются неравенства
sup{|F(0) -  s ^ 2n {F \0 )\ : F  E W rH„} 
(1 +  Ц Д < 9 ) )  U]{n~l )n-C ^ r )  < 3  r T T  'n ;  J < Ъ(<Р,г)- (15)/I I I I LJ \ \ . I ^ -L »/VI /
В [16] анонсирована двусторонняя поточечная оценка функции Т ^ п(д), 
фигурирующей в (15).
2 . Связь ядер Др?п(0, т) с многочленами, 
ортогональными на окруж ности
Пусть { p n (z ) } ^ L o  -  система алгебраических многочленов, ортонормиро- 
ванная на окружности \z\ =  1 с весом р  £ L 1 (см. [7,17]). Это означает, что 
при каждом п  Е Z + степень <£>n (;z) равна п, коэффициент при положителен, 
и выполняются условия ортогональности
1 /*27Г • -------
^  J  P n ( e lT) p m ( e tT) p ( r ) d r  =  дт ,п ( г а ,  га Е Z+).
При доказательстве теоремы 1.1 будем пользоваться известным равен­
ством (см. [3,24])
£W 0 , г) = е - 1< в~Т^ К^п(егв, е*т), (16)
где
п
K ^ n {z , i )  :=^2<Pk(z)<Pk(0- (17)
fc=0
Л емма 2 .1 . Пусть D (p^ n ( e ^ r )  определяется формулой (2). Тогда
|-СЦ2п(0 ,т)| = |<^2n+i(e*ö)^2n+i(e*T) siiMn(r,0)l • | sin((r -  0)/2)|_1, (18)
где т, 0 Е 1 , т /  ö, n  Е Z+, w
Ai(0,r) : = arg^2n+i(e*T) -  arg ^ 2n+i(e*0) -  (n + 2_1)(r -  в). (19)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Д ля ядра К (р^п ( г ^ )  имеет место аналог формулы Кри- 
стоф ф еля-Д арбу (см. [7])
(„ £\   Фп+1 (^')7?п+1 (0 Тп+1 (^О^п+1 (С) (оп\
■^(р,п\2 т £>) — : =  ^ \ ^ )1 -  ^
где 2: , £ Е С, Д; ф 1 и
Д Ь )  :=  2п<р„(2 : ) ( г е С , г ^ 0, п б 2+ ). (21)
Из (16), (17) и (19) —(21) следует (18). Лемма доказана.
Ниже будет применяться следующая лемма, анонсированная (без дока­
зательства) в [2]. Приводимое доказательство принадлежит В .М .Б адкову  и 
публикуется с его согласия.
Л е м м а  2.2. Пусть { р а п^ (г ) } (^ )=0 -  система многочленов, ортонормирован- 
ная на окружности \г\ =  1 по мере да (г). Тогда для любой из ветвей функ­
ции  уа,п(Т) :=  агё Та,п(вгг) пРи всех 0, т Е К и п  Е N выполняется равенство
уу ^
7<г,п(т) - 7<Г)П(0) =  ^ ( т  -  О  +  Д  1^<т,п(еш) Г 2у ^ | ^ ( е ш) |2 ^ .  (22)
2 2 ^=о
Д о к а з а т е л ь с т в о . Дифференцируя равенство р а,п(егг) — 
по т, имеем
( е " < „ ( е ‘т) =  е*'~<т>|;|»>„,„(е7 | +  *Т^ ,„ (т) (е"
Умножая обе части этого равенства на —еП р (У^п {егт\  с учетом соотношения 
<у?<т,п(е*т) =  е_г7<т-’г(т7 (Т;П(егт)| получаем, что
2ег> Д ( е Д ^ Д Щ )  =  - 2 г |^ п ( е Л  | | > Щ е гт)| +  27Д  ( т Ж Д е гт) |2. (23) 
Из (23) и формулы В .М .Б адкова (см. [5, лемма 11.1])
п — 1
2 » ( е > ' п (е1Т) М ? ) )  =  г # Щ е гт)|2 +  £  Щ ,Д е Д |2 (24)
г/=0
следует, что 27Д  (т)|<р(7)П(егт)|2 =  п Щ п (егт)|2 +  5 ]”=о |<АтДегт) |2. Отсюда лег-
ко находим, что
п—1
у . ,»  =  ? + » к д о г 2 Е  к л е ‘т >12- <25>
и=0
Интегрируя (25), получаем (22).
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3. О ц е н к и  в е л и ч и н ы  А п (0 ,т )
При выводе оценок снизу и сверху величин А п (в , т) и |Т ^ д п (^  т) \ исполь­
зуется следующий факт, полученный в [4] как следствие результатов [5].
Т е о р е м а  3 .1 . Пусть j  Е 2 Д , вес р  удовлетворяет условиям теоремы 1.1. 
Тогда найдутся положительные константы С% и зависящие лиш ь от р  
и такие; что для всех п >  j, в Е М выполняются неравенства
С3п*9п (в) < \Р р { е гв)\ < С4П*дп (в), (26)
где
< М 0 ) : = { п Д И п Ц ^ Л ) Д  (27)
Поведение функций (13) описывается следующей леммой.
Л е м м а  3.1 . Пусть  0 < а < Ь < оо, функция и)р определяется форму­
лой (13). Тогда найдутся положительные константы С$ и зависящие 
лиш ь от а и Ь, такие; что для всех щ  и и%, удовлетворяющих условиям  
а < иъ/их  < Ь, выполняются неравенства
Съ < гиД г^/гоД гц) < С6. (28)
Д о к а з а т е л ь с т в о . Известно (см., например, [20, гл. 3]), что для любого мо­
дуля непрерывности со (и) выполняется неравенство
офг^ ) ^ 1 < 2со(щ) (0 < щ  < г^) (29)
(для вогнутого со (и) множитель 2 в правой части (29) можно опустить). Из 
этого неравенства и неубывания со (и) легко следует (28).
Пользуясь теоремой 3.1 и леммой 3.1, убедимся в справедливости следу­
ющего утверждения.
Л е м м а  3.2 . Пусть вес р  удовлетворяет условиям теоремы 1.1, А п (0,т) 
определяется формулой (19). Тогда найдутся положительные константы  
Сг(р) и С%(р) такие; что
Сч(р)п  • (т — в) < А п (6 , г) < С$(р)п  • (т — в) (т, в Е М; в < т; п  Е М). (30)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Преобразовав выражение (19) с помощью формулы (22) 
(при дсг(т) =  р(т)дт), с учетом (17) получим
М в , т )  = \  ^  \ ^ п +Л еги) \ - 2К ^ п (ег\ е ш)аи.  (31)
Из (24) следует, что
|^ ,2 п ( е ш,еЛ 1  < 2|Д п+1( е * > 2п+1(еш)1- (32)
Из (32) в силу теоремы 3.1 получим, что
\ К ^ 2п(еш ,еш )\ < С9 ((р)п\(р2п+1 (ет )\2■ (33)
С другой стороны, в силу леммы 3.1 и формул (26), (27) из теоремы 3.1 
вытекает оценка
2 п
К?,2п(еги,е™ )> ^  \ М е ш )\2 > С 10(ср)п\^2п+1 (еш )\2. (34)
1У=П-\-1
Из (31), (33) и (34) следует (30).
4. О н у л я х  я д р а  Д ^ 2п(0,т)
Ядро п ( ^ 'г) как функция от т является тригонометрическим поли­
номом порядка п, а потому имеет не более чем 2п  нулей на периоде.
Л е м м а  4 .1 . Ядро ДрдД#? т) как функция от т имеет в интервале  (0, 0+2тг) 
точно 2п различных  (и ; следовательно; простых) нулей.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Р2п+1 {еЪТ) ^  0, то из (18) видно, что нули ядра 
2п ) совпадают с нулями функции з т 4 п(0 ,т )[8 т ((т  — в ) /2)] 1 (как 
функции от т при фиксированном в). Известно (см. [7, формула (1.20)]), что
1 г2тт 1 г2тт
2тг /о  е±г1' Т \(Рп(е1Т)\~2 Лт = 2^  У0 е±гит<р{т) <1т {и = 0 , 1 , . . .  ,п) .  (35)
В силу (35) для любого многочлена Сдп(%) степени не выше п
1 п2тт 1 п2тт
^  Уо Ш е гт)\2 \<Рп(егт) \ - 2 с1т = -  ]  Ш е гт)\2<р(т)с1т. (36)
Из (31), (36), (17) и ортонормированности с весом р  системы { р 1/ (егт) } (^ =0 
следует равенство
1 Г2п
А п ( в , в +  2тг) = -  j  К у 2 п{еш ,е ш )\1р2п+1 {еги)\~2 <1и = ^ п  + Ьж. (37)
Пользуясь (18) и (37), легко убеждаемся в справедливости леммы 4.1.
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Заметим, что формулировка и доказательство леммы 4.1 сохраняют силу 
и для изучавшейся в [3] системы тригонометрических полиномов {То-5П(т)}^8_0, 
ортонормированной на [0, 2 тг\ по мере с1сг(т).
Л е м м а  4 .2 . Пусть нули ядра Р ^ д Д # ^ )  (как функции от т) занумерованы  
в последовательность
. . .  < г - 2  < 2 —1 < 2о < 21 < < . . . ,  (38)
причем г - 1  < в < го и =  г 1У(в) (и Е Ъ). Тогда
2 —п — %п 27Г. (39)
Если потребовать еще, чтобы вес р  удовлетворял условиям теоремы 1.1, 
то найдутся положительные числа С ц  и С \2, зависящие лиш ь от р, та­
кие, что расстояние между любыми двумя соседними элементами последо­
вательности  (38) заключено между С ц п ~1 и С \2 П~Х.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что (0 , 0 ) > 0. Поэтому удовлетворить
условие £_1 < в < го можно. Равенство (39) вытекает из определения по­
следовательности (38), леммы 4.1 и 27г-периодичности по т ядра п{6 ,т).
Оценки расстояния между соседними нулями этого ядра легко выводятся из 
формул (18) и (30).
5. Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.1
Пусть последовательность {у Е Ъ) имеет тот же смысл, что и в лем­
ме 4.2. Рассмотрим отрезки
Д^ =  Д #5г/ 1= [*„_!,*„] (у Е 2 ) ,  (40)
=  ^ , 1/ : =  {т : т Е Д*,, | в т  А Д 0 , т)| >  1 /2} ,  (^ Е 2 ) ,  (41)
где А п (6 ,т) определяется формулой (19). Справедлива следующая лемма.
Л е м м а  5.1. 5  условиях теоремы 1.1 найдется константа С\з(р) > 0 та­
кая, что для всех 0 Е 1  ^ п Е  N выполняется неравенство
С 1 з ( Д Ц , 2 п ( е  <  {  +  Х ] )  [  \в <р2п(0,т)\(р{т)(1т, (42)
У =1_ „ Л
в котором при п  =  1 первую сумму следует опустить.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что поскольку обе части неравен­
ства (42) положительны и принадлежат Сът то ПРИ доказательстве леммы 
можно считать, что п  достаточно велико (п > 711(92)).
Пусть выполнены условия теоремы 1.1. Тогда в силу леммы 3.1 и свойства
(14) найдутся положительные константы 614(9?) и 645(9?) такие, что для всех 
V Е Ъ и п  Е N справедливы неравенства
614(9?) — /  ( p ( r ) d r  /  9?(т) d r
JАи I J ёи
-1
< 615 (9?) • (43)
Пользуясь соотношениями (18), (26) —(28) и (40), а также леммой 4.2, заклю ­
чаем, что при v  Е [1 — п, - 1 ]  (JTn] и  т  Е A v справедливо соотношение
\Dip,2n(e,r) \  < C i6 (<p)\v\~1n\<p2n+i(eie)ip2n+i(elz'')\- (44)
В силу (44), (43), (41) и (18) при v  Е [1 — п, —1] |J[6n] имеем неравенство
[  \D(Pj2n(0,T)\(p(r)dT < 6 17((^) [  \D(Pi2n(0,T)\(p(r)dT. (45)
Из (18), (26)—(28), (40), (41) и леммы 4.2 заключаем, что
[  \DV:2n(0 ,T)\ip(T)dT > C i8{ip)n\ip2n+i{ete)(p2n+i{etZl)\ [  <р(т)йт, (46)JSi JSi
где константа > 0. В силу (18), (26) —(28), (30), (40) и (43)
[  \и<р,2п(в,т)\<р(т)(1т < C i9 (ip)n\(p2n+i(ete)(p2n+i(etZl)\ [  <р(т)ёт. (47) J Д о  J 8о
Из свойств веса 9? следует, что
/  9?(т) dr  ж /  9?(т) dr. (48)J (^0 ^
В силу (40) и (41) <5о С До- Поэтому из (46) —(48) вытекает оценка
[  |Д л 2 п ( 0 ,т ) И т Д т  < С20М  /  (49)J (^0 . / ( * 1
Из (5), (39), (45) и (49) выводим (42).
Теперь мы можем доказать основную теорему.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1.1. В приводимом доказательстве мы во многом 
следуем схеме рассуждений работы [3]. Из неравенства Лебега (7), неравен­
ства Джексона (8) и определения класса W rH u получаем
\F(e) -  sVt2n{F; 01 < B r { 1 +  Д Д О О ' М « ' 1)
д л я  любой ф ункции  F  Е а значит,
s u p { |F (0  -  8v ,2n (F; e ) \ : F €  Ж ГЯ Д  < B r ( 1 +  Д Д 0 4 0 ' V ' r , (50)
где В г > 0. Первое из неравенств (15) доказано. Чтобы доказать второе, 
достаточно для каждого п  и любого в указать функцию £ W rH u и
константу C2i((/?,r) >0  такие, что
\Fn,e,r,u(0) -  ^ , 2п(ДгДг,ш;01 > C2i ( tp ,r )( l  +  Ц Д О ) п - г Ц п -1 ). (51)
Пусть числа zv {у Е Z) имеют тот же смысл, что и в лемме 4.2, а отрезки 
А^ {у Е Z) определяются равенствами (40). Пользуясь функциями
vo(t) =  w(t), Vv+i(t) =  /  Vv(ut) du , (£ > 0; z/ E Z +),
Jo
введенными в рассмотрение в [3], положим при v  Е Z
(52)
с*-,« . (т -  ^ - 1 )г«г(т -  г„-1 )(г„ -  т)гг;г(г„ -  т)
Р^ (Т) •= ------------(*„ -  г . - О М * ,  -  *„-0  (Т € ^  (53)
В [3] доказано, что Е о!г1И г7/Д;гд_1, 2д], где о!г -  положительная констан­
та, не зависящая от а; и концов промежутка А„ (см. [3], лемма 5.2). Таким 
образом, Е г„\. Определим функцию Т1п,0,7уЛ/г) в интер­
вале ( — оо,оо) равенствами
Рп,в,г,ш(т) = (те Д,; £ X) (54)
и докажем, что Е ]¥ гН и .
В силу (39) и (54) функция Т1п,0,туЛ/г) 27г-периодична и имеет г непрерыв­
ных производных в ( —оо,оо). Так как Е ^гТЛгДД;гд_1, 2д], то из (54)
следует, что
т',т" е Д„, |т' -  т"| < 5 =* Л ДДт") -  Я^Д(т')I < 2-4(5). (55)
В силу (54) г-я производная функции ^ ’^ ( т )  на концах отрезка обра­
щается в нуль при всех ^ Е 2 . Поэтому в случае когда между т7 и тп имеется 
хотя бы одна из точек ;гд, пользуясь (55), находим, что
|т> -  т "| <  г ^  Т < ^ „ ( т " )  -  4 5 № (г ') | < и №/2  +  Ц «)/2 =  Ш(«).
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Следовательно, г и ] <5)оо < ш(ё) для всех 6 > 0. Этим доказано, что
Докажем существование константы С Д А  <р) > 0 такой, что для всех и £ Z 
\Рп,в,г,ш(т)\ ^  С22 ( г , 1р ) п ~ ти}(п~1) ( т е 6„), (56)
где 8„ определяется равенством (41).
Так как все нули (38) простые, то из (40) и (41) следует, что 8У есть отрезок
[4_1 ,4 '_1 ], вложенный в интервал при целых и ф 2п к 1 где к Е Ъ.
В силу (18) и (30) найдутся положительные константы С23 и С24, зависящие
лишь от 99, такие, что
С23И-1 < -  %р—1 < С24П~1, С2зп ~ г < г р -  г'1_х < С Д и -1 . (57)
В [3] установлены неравенства
4~гиоф) < щ(£) < иоф) (£ > 0, г Е М). (58)
Из (52), (53), (57) и (58) следует (56). ^
Введем теперь в рассмотрение функцию ^ Д т у Л '7")? на отрезках Д 2пг/ 
{у Е 2 ) равную нулю, а в остальных точках интервала ( — оо, оо) совпадающую 
С Рп,в,г,и{?). Так как Рп,о,г,ш € то и РП9о,г,ш С № гН и . Из (1), (39) и
определения функции Т1пД,г,^(/г) следует, что
~ — 1 Ггп ~
| ~  3(р,2п{Рп,в,г,и}'ч @) | =  2 /  \-^ 'п,0,г,и;(т)-^(р,2п(^^ Т)\(Р(Т) ^Т. (59)
** %-п
В силу (42), (56), (59) найдется число С25 =  > 0 такое, что
\Рп,9,г,и(в) > С,25П_гш(п_1) ^ , п ( 0  (п <Е Н; 6» € К). (60)
Из (60) и (4) следует (51). Из (6), (50) и (51) вытекает справедливость теоре­
мы 1.1.
Автор благодарит В .М .Б адкова за постановку задачи и внимание к ра­
боте.
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